Grado en Fisica

Examen de Calculo | - Convocatoria de febrero 2014

Soluciones

Ejercicio 1.
a) (1 punto) Seaf :[-1, 1] — R una funcién continua verificando qud < f(x) < 1 para todo
x € [—1,1]. Prueba que hay algtine [—1, 1] para el que se verifica la igualdatic) = Z(c3 + 3c¢).

2
b) (1 punto) Prueba que para togle [0, /2] se verifica que sen> —x.
b

1
Solucidn.a) Seag :[-1, 1] — R la funcién definida porg(x) = f(x) — Z(x3 + 3x). Como f es
continua tambiérg es continua en el intervale-1, 1]. Tenemos que probar que hay algua [—1, 1]
tal queg(c) = 0. Tenemos qug(—1) = f(-1) +1=0y g(1) = f(1) — 1 <0. O bien alguno de los
nameros (—1) y g(1) es igual a cero, en cuyo case= —1 0¢ = 1, 0 bieng(—1) > 0y g(1) < 0, en
cuyo caso el teorema de Bolzano implica guge anula en algdn puntos] — 1, 1.

b) Definamos f :[0.7/2] — R por f(x) = senx — Ex. Se trata de probar qué(x) = 0 para
todox € [0,7/2]. Como la funciénf es continua erﬁ),nn/Z], sabemos, por el teorema de valores
méximos y minimos de Weierstrass, gfiealcanza un maximo absoluto y un minimo absoluto en
[0,7/2]. Como f(0) = 0 = f(xr/2), se trata de probar qué¢ alcanza su minimo absoluto en los
extremos del intervalo. Comg es una funcion derivable sabemos que los extremos absdeijogn
[0, 7/2] han de alcanzarse o bien en los extremos de dicho intervalpargos del intervalf0, /2]
en los que la derivada se anule.

Tenemos que’(x) = cosx — 2 /7. Como la funcién coseno es continual@nr/2], cog0) = 1
y coq/2) = 0, por del teorema del valor intermedio, existe un puxce]0, /2| tal que cosxy) =
2 /7. Dicho puntox, es necesariamente Unico porque la funcidn coseno es asteinte decreciente
en|0, 7/2]. Hemos probado que en el intervdlp =/2[ la derivadaf”’ se anula en un Unico punto
xo. Por tanto, la derivadg”’ no puede cambiar de signo en los intervdlascy| y ]xo,7/2]. Como
ff0)=1-2/7 >0y f'(x/2) = -2/ < 0, deducimos que”’(x) > 0 para todax € [0, xo[, ¥
f'(x) < 0 para todax €]xo,w/2]. Por tantof es estrictamente creciente nx,] y estrictamente
decreciente efxg, 7/2]. En consecuencia, el maximo absolutofien el intervald0, = /2] se alcanza
enxg. Por tanto, el minimo absoluto déen|[0, 7/2] tiene que alcanzarse en los extremos. ©

Comentarios. La primera parte de este ejercicio no se ha entendido. Muatiwsan quef(x) =

1 . .
Z(x3 + 3x) y que parac = 0 se tiene quef(0) = 0. Otros usan derivadas o el teorema de Rolle.

El enunciado esta claro: lo Unico que se sabe de la funfi@s que es continua, esta definida en
[-1,1]y —1 < f(x) < 1 para todax € [—1, 1]. Como no se dice qug¢ es derivable no pueden usarse
derivadas. ¢ Sabes lo que es una hipétesis? Pues eso. Exedeadrgenuidad creer que con los datos
que se dan puede determinarse la fungfdPor ejemplo, las funcionef(x) = sen(5x), f(x) = x3,
f(x) =€, f(x) = 1/2 que se suponen definidas en el internviadd, 1] verifican todas ellas la
desigualdad-1 < f(x) < 1 paratodax €[—1, 1]. Pero hay muchisimas mas, infinitas. Lo que se pide
en el gjercicio no es determinar la funcigncosa imposible, sino probar que la graficaftg la de la
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funciéng(x) = Z(x3 + 3x) se cortan en un punto. ¢ Dos curvas que se cortan en un puntidesi?

Esta claro que no. Pues muchos afirmais que si. En clase Bigihmismo ejercicio pero car® en
lugar de (c® + 3¢). iGran diferencia!
La segunda parte de esta ejercicio puede hacerse de varnass{dor ejemplo, una vez visto que
. : 2 .
la derivada def(x) = senx — —x se anula en un Unico puntg = arccos2/x) €0, 7/2[, como
b

f'0)=1-2/7 >0y f'(pi/2)=-2/7 < 0, se sigue que pafd< x < x¢ es f’(x) > 0y por tanto

[ es estrictamente creciente[@nx,] luego /(0) =0< f(x) paratodox € [0, xo]. Y paraxo<x<m/2

es f’(x) < 0y por tanto /" es estrictamente decreciente[eg, 7/2] luego f(x/2) = 0 < f(x) para
todox € [xo, /2]

También puede razonarse como sigue: ya fjige anula en un Unico punto en el intenjéllar /2]
se deduce, por el teorema de Rolle, gu@o puede tener mas de dos ceros en dicho intervalo, pero
f(0)= f(/2) =0, por tanto,f" no puede anularse éi = /2[ y, como es continua, por el teorema de
Bolzano debe ser siempre positiva 0 siempre negatiya,en'2[. Como f(x/4) = 1//2—2/7 > 0
deducimos quef(x) > 0 para todax €]0, =/2[. Este ejercicio se hizo en clase también esta resuelto
en mi libro de Calculo. )

Ejercicio 2. (2 puntos)

Dos fabricas estan situadasenz, 0) y (¢,0) y en
(0,b) hay una central eléctrica. Calcula el punto
P = (0, y) para que la longitud total del tendido
eléctrico desde la central a las fabricas sea minimo.
Debes discutir el resultado segun los valores ge
deb.

—a0) | @)

Solucién.Para cada € [0, b] la distancia total del tendido eléctrico viene dadapery +2+/a? + y2.
Definamosf : RE — R por f(y) =b—y + 2+/a? + y2. Se trata de calcular el minimo absoluto de
f enJ0, b]. Tenemos que

2y _Va+yi+2y

Facilmente obtenemos qug = a/+/3 es el Gnico punto positivo en el que se anyla Ademéas
f'(y) <Opara0 <y < yoy f'(y) > 0 parayy < y. Por tantof es estrictamente decreciente en
[0, yo] Y estrictamente creciente ém, +oo[. Deducimos que 9 < yo < b, es decir, s < bh+/3,
entonces el minimo absoluto geen|0, 5] se alcanza emo. Sib < yo, es decir, siz > b+/3, entonces
el minimo absoluto d¢ en]0, 5] se alcanza eb. ©

S =-1+

Comentarios. Este ejercicio es un regalito. El planteamiento es sengitloecto, los calculos inme-
diatos y la discusion elemental. Pues muchos os empefa@mplicarlo interpretando queo 5 son
variables y derivando respecto de alguna de ellas. Eletrsriido comun dice que lo Gnico que se
sabe der y b es que son constantes positivas. Y, algo que ya adverti ensiento, pero que vuelve a
darse, es que no hay que pasarse de listo y, sin comprobathaaeaafirmaciones relativas al signo de
la derivada. Claro est4, como el punto critico es Unico \etigume ser un minimo entonces la derivada
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tiene que ser negativa a su izquierda y positiva a la der@&ba, pues compruébalo. Para ello basta

evaluar la derivada en un punto a laizquierda y en otro a kcttardel Unico punto critico. Pocos hacéis

bien este ejercicio que valia dos puntitos. Lo dicho, unliteg@lguno hace este ejercicio usando el

teorema de Weierstrass de valores maximos y minimos pamaafijue el minimo absoluto dé en

[0, b] se alcanzaré o bien @no enb o ena/+/3. Razonando de esta forma nos ahorramos estudiar el

signo de la derivada y la monotonia diepero en cambio debemos compara los valgféy, f(b) y
f(a/~/3 para decidir cuél es el menory, claro esta, hay que consideéadaz/+/3 esta erf0, b]. No

es esa la mejor forma de hacer este ejercicio. 5]

Ejercicio 3. (2 puntos)

Seaa > 0. Calcula usando técnicas de integracion el area de

la luna formada por la parte del circul? + (y —a)? = a?

que es exterior al circula? 4+ y? = 242. Calcula el volumen

del sélido obtenido al girar dicha luna alrededor del eje de
abscisas.

\

—a 0 a ﬁa

Solucién.La parte superior de la circunferencid + (y —a)? = a? viene dada poy =a + va? — x2.
El &rea pedida$, viene dada por la integral:

S = f(a+\/a2—x2 \/2a2—x)dx—2a + f\/2a2 x2dx

a
4 p P
Donde hemos usado quﬁ Va2 —x%*dx = Eaz porque es el &rea de un semicirculo de raditodo

—a
lo que hay que hacer es calcular la integral restante. Testiemo

x = +2asent — dx = +/2a cost d
2> —x2dx = | —a= \/Ea seny — ty = —m/4
a=asent; —> t; = /4

V2a2 —2a2 serk t+/2a cost di =

d—ns
al:a %Mn

I T T
=24 j V1 —sertt costdt =2a? f vcogt costdt = 24> f |cost| cost df =
- - -
I I =%
1 + cogq2?) 1 1 4 Fig
_h 2 _h 2 _a2 |t 1 _ 2 2
=2a Lcosztdl =2a j,, 5 dt =2a zl+4ser(21) o a > +a
4 4

Donde hemos tenido en cuenta que para [—n/4, 7/4] se tiene que cas> 0. Concluimos que
S =a’.

El volumen pedido}’, usando el método de los discos o arandelas, viene dado iptedaal:

Vznf ((a + Va2 —x2)2—(\/ 2a? —x2)2> dx =2an f Va2 — x2dx =a’n?
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Comentarios.El &rea que se pide es tan facil de calcular directamenteayuesp en el enunciado del
ejercicio se dicéCalcula usando técnicas de integracionla gran dificultad es que la mayoria no
sabéis hacer un cambio de variable en una integral definidgu& se trate del mas corriente de todos.
Y aunque se haya hecho en clase. Una dificultad adicionalgiguaos es despejaren funcion dex

en la ecuacion de la circunferenaia + (y — a)? = a?. Algunos creen que la significa lo mismo en
las ecuaciones de las dos circunferencias. Pues no, poscgosia misma circunferencia. 5]

Ejercicio 4. a) (1 punto) Estudia la convergencia absoluta y la conveigele las siguientes series:

. n2 ) (3n)
I) Z( 1) i 1’ ") Z (5 )3n

n=1
- o In(n!)
b) (0,5 puntos) Calcula el limite de la sucesion: = .
In(n™)
¢) (0,5 puntos) Calcula el I|m|te |rh 1 !
P 2—2cosx sefx)

., . . . .. n
Solucidn.a)-i) Para estudiar la convergencia absoluta de la serjecensideramos la senE PSR
n
>

Puesto que:
n? n2 11
n+ 1 2n3 T2

y la serie armonlci — sabemos que es divergente, concluimos, por el criterio ohgaracion para
n

n=1
2

. , . . n n
series de términos positivos, que la seile 3
n
n=1

absolutamente. Seguidamente, como se trata de una serieadH, aplicaremos el criterio de Leibniz
2

n
para estudiar la convergencia no absoluta. Pongamas T . Claramenteim{a,} = 0. Veamos

] es divergente. Por tanto, la serie en i) no converge

si la sucesi6rda,} es decreciente. Tenemos:

(n + 1)? - n?
n+D34+1 " nP+1

S m+D)2E+)<n*(n+ 1)+ 1) & 1+2n<n®*+2n° +n*

Como evidentemente la Gltima desigualdad se verifica pa@siice N, concluimos que la sucesion
{an} es decreciente y, por el criterio de Leibniz, se sigue queria s convergente.

a)-ii) Se trata de una serie de términos positivos. Paraiestsu convergencia usaremos el criterio

. 3n)!
del cociente. Pongamas, = (3n) 2". Tenemos que:
(Sn)3n
3
nt1 _ (B@+ 1))! 2n+1(5”)3n2—n=2(3”+ 1)(3n 4+ 2)(3n + 3) n " s 27 i -
an  (5(n+1))3@+D (3n)! (5n 4+ 5)3 n+1 125

Luego la serie es convergente.
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b) Tenemos que, = Z—" dondea, = In(n!) y b, = In(n") = nlnn. Como{b,} es estrictamente
creciente y divergente aplincaremos el criterio de Stolmeneos que:

Ant1—an In(n + 1) B In(n + 1) B In(n + 1)
buy1—by (m+1DINm+1)—nlnn In(n+1)+nin(n + 1)—n|nn_|n(n+ D+ n (n+ l)n
n

1" . 1" . n
Como(n + ) — e, se sigue que Iéi) — 1. Ponienda, =In (”j‘) tenemos que:
n n
apy1 —ay In(n =+ 1) 1
— = —> 1
but1—bn In(n + 1) + zy 1+ _
In(n + 1)
) o . In(n!)
Concluimos, por el criterio de Stolz, quien =1
In(n")

c) Tenemos que:

) 1 1 serf x — 2 + 2cosx
lim — = lim
x—>0\2—2cosx serfx x—0 (2 —2cosx)ser? x

El limite es una indeterminacion del tigg0 y podemos aplicar la regla de L'Hépital. Pero antes de
derivar usaremos las equivalencias asintdticas:sent y 2 — 2 cosx ~ x?2 validas cuanda — 0.

. sertx —2 + 2cosx . sertx —2 + 2cosx . 2senx cosx — 2 senx
Ifim = |lim = Iim =
x—0 (2 —2cosx) ser? x x—0 x4 x—0 4x3

sen2x) — 2senx 2c092x) — 2 cosx —2sen2 senx 1
= |im 2x) = |im 2x) = |im n2x) + ==

x—0 4x3 x—0 12x2 x—0 12x 4

Donde hemos aplicado la regla de L'Hbpital tres veces. ©

Comentarios.En las series hay disparates de todo tipo. Demasiado varnxxata recogerlos aqui todos.
Hay quien cree que sﬁ% — L entonces la serie convergela Varios afirman que si el término

general{a,} converge a cero entonces la seEa,, es convergente. Claro, la serie armén@%,

n=1
como es bien sabido, es convergente. Para algunos eladietieibniz es un criterio de convergencia
absoluta. Hay quien afirma qgg% no converge a cero. Con respecto a la sucesion, se repite, com
no, el tipico error con logaritmos que consiste en afirmarqueociente de logaritmos es igual al
logaritmo de la diferencia, aunque hay otras variantes dghmerror. El limite es un regalito. Algunos
siguen empefiados en hacer sustituciones por equivalersifdticas en sumas. Quizas necesiten dos
cursos para aprender que eso no puede hacerse.

Ejercicio 5. (2 puntos) Dada > 0, seaV(¢) el volumen del sélido de revolucion obtenido al girar
alrededor del ej@ X la region del plano comprendida bajo la curva

Jx

= 0\ NS
Y Vi + D(x2+2x+2) O=sx<1)
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CalculaV(r)y lim V(z).
t—>+o00
Solucion.El volumen pedido viene dado por la integral:

X

e =n0f Crhr i

Se trata de una integral de una funcion racional por lo quenhas la descomposicion en fracciones
simples. Como el trinomig? + 2x + 2 tiene discriminante negativo pondremos:

X _ A n Mx+ N
(x+D(x2+2x+2) x+1  x242x+2

Multiplicando por(x + 1)(x? + 2x + 2) obtenemos:
X=AX*4+2x+2)+ (Mx + N)(x +1)

Haciendax = —1 resultad = —1. Haciendax =0 resulta0 =24 + N por lo queN = 2. Identificando
coeficientes en? resulta) = 4 + M por lo queM = 1. Por tanto:

t

V() 1 fox+42 1 2x+2 1
= d — =7 dx=-In(l+)+-[—=—"""=d
b4 bfx+1 x+0fx2+2x+2 . (+)+20fx2+2x+2 x+f

t
1 1 1
=—In(1 t —ln[2 2t 2)—=1In2 —— d
(4D + 3N +20+2) =7 +0f(x+1)2+1)C

1 1
=—In(1+t)+Eln(ﬂ+2t+2)—zln2+arctg(t+1)—%

Para calcular el limite d&(¢) parar — +oo debemos agrupar los logaritmos de forma conveniente.
Tenemos:

Vit 1 V242t +2 1
Q:— In(14+¢)+In v¢2 + 2t + 2—— In2+arc tg(t—i-l)—zzln vt s 2 In2+arc tg(t—i-l)—z
T 2 4 t+1 2 4
. | r x 1 T 1 7t n
Deducimosque- |lim V(f)==—-=—=-In2=—= —=1In2. LuegoV(r) = — — = In2. ©
T t—>+o0 2 2 4 2 4 2

Comentarios. Es un ejercicio muy parecido, casi igual, a otros que se hastpwen anteriores exa-

menes y que debéis conocer porque estan en archivos queile alBWAD. Con sus soluciones.

Hicimos un ejercicio parecido en clase. No tiene ningunawifid. Los célculos son de lo més facil
que se puede poner. A pesar de que en el examen dije que €l tjogtse pide es finito algunos se
empefian en que no.

2n+1

Ejercicio 6. Sea la serie de potencids | ST
n

n=0
a) (0,5 puntos) Calcula el radio de convergenciay estudiaigergencia de la serie en los extremos
del intervalo de convergencia.

b) (1 punto) Calcula, usando el teorema de derivacion desda potencias, la funciéon suma de la
serie.
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o0
¢) (0,5 puntos) Calcul _
) (0.5 puntos) ”;2 21 1)

Solucién. a) Aplicamos el criterio del cociente para estudiar la cogwecia absoluta. Pongamos

m|x|2"+1. Tenemos que:
n

ay =

Ap41 21’l+1| |2

|x[?
Ay 2n+3

Por tanto, six|?> < 1, es decir|x| < 1, la serie converge absolutamente|§i > 1 el criterio del
cociente nos dice que la sucesifnR } no converge a cero por lo que la serie dada no es convergente.
Por tanto, el radio de convergencia es 1.

1
Parax = 1 tenemos la seri§ ——— Que Nno converge porque:
2n + 1 g geporq
n=0
1 1 1 1
= = -
2n + 1 2n+2 2n+1

y la serie armonica)

n=0
claro est4, tampoco converge.

1 ) : .
7 es divergente. Para = —1 resulta la serie opuesta de la anterior que,

b) Definimos la funciéon suma de la serjfg] — 1, 1[— R por
1

f) =3 = l<x <)
n=0

Sabemos que dicha funcién es derivable en el intefvald, 1] y que su derivada se calcula derivando
término a término la serie:

fl(x)= Zx ngo(xz)” =1 —1x2 —l<x<1

Conociendo la derivada podemos recupgfaor integraciéon. Sea €] — 1, 1[. Tenemos:

FO =0 =f0=[fod=[—ad
0 0

Se trata de una integral racional. Coine 12 = (1 + )(1 — ¢), pondremos:

1 A B
= 1=A4A(1 —¢ B(l +¢ A=B=1/2
s 1+l+1_l:» (I1-0+B(l+1) = /

Luego

f(X)—

NI
o%x

f% =%(In(1+x)—|n(1—x)) (-l<x<1)
0

¢) Haciendaox = 1/2 tenemos:

o0 o0

3 1 1 1 1 1 1 1
1/2 In=—In= —|n3:§ - = _ -
S/ = ( ) 2 n=02n+122”+1 2;271—{—14”
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Lue oi ! l—In3 ©
9 o 14n T

Comentarios.Este ejercicio no lo ha hecho nadie completo. Se hizo unceese @lgo mas complicado
pero muy parecido. Llama la atencién que varios afirman gseria en el apartado c) no converge o
que su suma es cero. ¢ Como puede ser cero la suma de una s&meides estrictamente positivos?.
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